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On sait depuis Wiener [14] et m&me Birkhoff [l] que deux sortes de theoremes 
de convergence presque-sure sont susceptibles de la m&me demonstration: 
les theoremes de derivation (type Lebesgue) et les theoremes ergodiques (type 
Birkhoff). 
Dans [4], Dunford et Schwartz ont etendu ces resultats dans la direction des 
semi-groupes ?i un ou a plusieurs parametres d’operateurs positifs ou non, mais 
qui sont des contractions simultanCment dans IL1 et dans IL”. 
Toutes ces considerations reposent habituellement sur I’existence de cer- 
taines fonctions dites “maximales” qui s’etablit grlce au lemme de recouvrement 
de Vitali dans [14], grtice au lemme maximal de Hopf dans [4]. 
Le but de cet article est de montrer comment la theorie des resolvantes 
permet d’unifier et de simplifier tous ces raisonnements. 
On montre dans la section I un theorbme devant jouer le role de lemme 
ergodique maximal et qui s’interprete naturellement comme extension du 
principe de domination. On en deduit l’existence de fonctions maximales (no 7). 
En faisant tendre le pararnere A vers fco, on obtient des theoremes de 
derivation dans la section II. De la m&me man&e, en faisant tendre h vers 0, 
on obtient des theoremes ergodiques dans la section III. On obtient un resultat 
de convergence un peu plus fort que la forme abelienne du theoreme de Chacon- 
Ornstein, grace a un rafhnement de la forme abelienne du lemme de Brunel. 
Signalons que d’apres un resultat de l’auteur f7], toute rbolvante complexe 
est un cas particulier dune resolvante positive: tous les thCorCmes de convergence 
sont done encore valables saris nouvelle demonstration. 
La section IV est une application des theoremes de derivation: toute resolvante 
sous-markovienne de noyaux est transformee de Laplace dun semi-groupe de 
contractions positives de l’espace gm, et ces contractions sont “presque des 
noyaux”. Ceci g&ralise un thCor&me de Ray (cf. [9, p. 2671). 
On a partout suppos6 les mesures a-finies et les noyaux ou pseudo-noyaux 
propres, c’est-a-dire strictement positifs: ce n’est pas vraiment une restriction. 
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I 
Rappelons qu’une contraction T dun espace de Banach B est un operateur 
lineaire de B de norme 11 T 11 < 1. Si B est ordonne, T est dite positive si f E B, 
f >, 0 implique Tf > 0. 
(Q, 93, u) est un espace mesure oti u est supposee a-finie. 
1. LEMME. Si T est une contraction posit& de l-l(a), si g, , . . . . g, E Ll(u) et 
g = sup,G,gi , ~2 a POUY toute famille (Ei)i<k d’ensembles msu~able~ disjoints: 
awec g+ = sup(g, 0). 
Dthnstr~ion. On a successivement: 
C J‘ 
i Ed 
T.i du G 11 
i E, 
T’ do = S, Tg da = 1 gT*(xs) da 
oh E = Uisk Ei les deux demieres inegalites dues au fait que le transpose T* 
est une contraction positive de Lm(u). 
2. LEMME. On pose A = T - I (I application identique), et E = Ui {gi > O}. 
Soit (E& une partition de E telle que l’on ait gi = g SUY Ea pour tout i < k. 
Alovs on a: 
Lf 
Agi da < 0. (2) 
i 4 
Dhonstration. On a Jg+ da = SE g da = xi SE< gi do que Son Porte dans 
l’inegalite (1). 
Avant d’enoncer le theoreme suivant, rappelons qu’une famille resolvante 
de contractions dun espace de Banach B est une famille d’operateurs (hVJ,,, 
drifiant: 
(LX) V, - VU = -(h - p) V,V, pour tous X, p > 0, 
@) hV, est une contraction de B pour tout X > 0. 
Nous nous interesserons a des familles resolvantes de contractions positives 
et propres de I’espace I-l(u), i.e. v&ifiant de plus: 
(y) f > 0 entraine V,f > 0 pour tout /\ > 0, 
(8) il existe + > 0, h > 0 v&-ifiant V,4 > 0: cette derniere propriM est 
independante de X et 4. 
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3. THBOR~MJI (lemme ergodique maximal). Soit (XV,),,, une fumiL!e rksol- 
vante & contractions positives et propres de l’espace [Ll(a). Alors, pour tout f  E IL’(a), 
et pour tout sowensemble A C IO, + co[, on a: 
s fdu30 E 
ozi E dhigne l’ensemble uAEn { V,f > 0} (r&ion essentielle). 
Dhwnstration. I1 suffit de considerer le cas oii n est fini, d = {X, ,..., X,}. 
On applique le lemme 2 en posant gi = V,,f et d = tVt - I (t > 0). On 
obtient: 
; jE. Wt - 4 K,f du d 0 
% 
puis, en tenant compte de l’equation resolvante: 
Soit: 
Puis: 
J tVtf do > C J 
E i Ei 
tVthiVAif due 
Limj tVtf du 3 C j hiV,if du. 
t-m E i E. 1 
Le second membre est Cvidemment 30.11 reste a prouver que l’on a 
j fdu = && j tVtfdu. 
E t-m E 
C’est deja clair si f  est de la forme V,g avec g E IL’(u) et 01 > 0. Les tVt sont 
Cquicontinus: notons 8 l’adherence de V,(Ll), qui est independante de 01. 
Alors, si f  E b, tVtf converge fortement vers f  quand t * +co, d’oh I’inCgalitC 
(3) sifeb. 
Le theoreme sera demontre quand nous aurons le resultat suivant qui est du 
type theoreme ergodique de Von Neumann: 
4. TH~OR~ME. Soit u E 8, u > 0 (par example u = V& avec # > 0). Ahs 
8 est de la forme u. !Ll(S, T) avec T = uu, ou 9 est une sous-tribu a% 9?. Quand 
t + + co, tVtf converge fortem& duns lLl(S?, u) versf = uEs(f/u, T) ol Es(*, 7) 
dhigne l’opt+rateur d’esp&ance conditionnelle sur 9 par rapport d T. 
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Dt%nonstration. Soit f E [Ll(a), 1 f  1 ,< ku. On a pour toute v E km(a): 
IS tV,f.p,.du <k tVp.Ip,Idu I s 
d’oti, pour tout ultrafiltre 4% sur ]O, +cc[ convergeant vers +co: 
Pour f > 0, on deduit du theorbme de Lebesgue-Nikodym l’existence d’une 
fonction integrable J major&e par Ku et telle que f” = Lim, tVtf faiblement. 
Amsi fe d qui est faiblement ferme, et t V, f converge fortement vers J? quand 
t-+ +a. 
Soit s > 0, on a: V,f = Liw tVtVJf = V,f. On en deduit que tVtf = tV,f 
converge fortement vers 5 Or, les tVt sont Cquicontinus, et les f major& en 
module par un multiple de u sont denses dans ILl(Q, 8, u). 11 s’ensuit que pour 
tout f e n?(s2, G?‘, a), tVtf converge fortement quand t --+ +co vers une limite 
que l’on note5 
En posant alors f = uT(f/ u , on definit T comme contraction positive de ) 
L1(9T, T), et l’on a Tl = 1, T2 = T. 
On en deduit que T est aussi une contraction positive de lL2(B, T): il r&.&e 
de [ll, p. 1171 que T est I’operateur d’esperance conditionnelle sur une sous- 
tribu 9 de 9 par rapport a la mesure T . [Ll(F’, 7) est le noyau de I - T 
et contient 8/u. Mais si f = Tf, on a f = Tf = Limt+,,(tVt(uf )/u), ainsi 
lLi(9, T) est contenu dans &/u et par suite d = u . kl(F, 7). 
-Fin de la dbmonstration du tht!o&me 3. L’ensemble E est 9-mesurable, 
on a done: 
L&j tVif*du=jEfdu=jET(;)dT= jE;dr= S,fdu. 
t+m E 
5. Remarpe. Lorsque A est reduit a un Clement {A}, il est interessant de 
remarquer que 1’inCgalitC (3) implique le principe de domination: 
V,f < 0 sur (f > 0} entraine V,f < 0 partout. 
En effet, si 4 > 0, on doit montrer que l’on a pour tout E > 0: V,f < cV,+. 
Or, soit E l’ensemble { VAf > cVp$}, l’inegalite (3) s’ecrit: 
I,fdu 3 gj,+ du. 
Le premier membre est <O car E est inclus dans {f < 0} par hypothese. 
Ainsi JE + do = 0 et E est negligeable. Cela montre que le theoreme 3 gentralise 
le principe de domination. 
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6. Remarque. Supposons la rbolvante ache&e, c’est a dire l’existence dun 
operateur V de cl(u) verifiant: 
Vf = $;$I V,f pour tout f  E Ll(o). 
Soit V* le transpose de V, et soit h E km(a), h > 0. Les XV, definissent 








pour tout h > 0, oh xE est l’indicatrice de E. 
On en deduit 
Yfxd 3 0. (3’) 
Ceci convient au cas oh l’on suppose seulement que V 1 f 1 est finie a-presque 
partout: en effet, on peut alors trouver h > 0 telle que V 1 f  1 soit h . u-integrable. 
7. TH~O&ME. &it (Al’,),,, une famille rt%olvante de contractions positives et 
propres de Ll(.Q, 27, u). Pour + E Ll, 4 > 0, et pour f  E IL’, la fonctiun 
F = Ess sup,,,( V,f/V,$) est $nie a-prespe partout (A C IO, + a~[). 
D.4monstration. Soit E l’ensemble oh F vaut +co. On a E = nlc EI, oh E, 
est l’ensemble {F > k}, soit Ek = UAen { V,f > kV&} (reunion essentielle). On 
aalors~E~fdu>,k~~~~du~k~E~duet~E~du~(l/k)~~f~dupourtoutk. 
Ainsi E est negligeable. 
8. DEFINITION. Soit ( fi) (i E I) une famille de classes de fonctions mesurables 
finies ou non. On dit que fi converge suivant un filtre .F sur I pour I’ordre 
(des classes de fonctions) si l’on a: 
Lim ess inffi = E~2p Ess inffp = EzEFf Ess sup fc = Lim 7 sup fi . 
F iEa ieu 
Cette notion &end visiblement la notion de convergence presque-sure au 
cas oh I est non denombrable, et permet d’eviter d’avoir a redefinir les valeurs 
ponctuelles des fonctions fi , ce qui depend en general de la famille fi consideree 
(cf. [4, p. 1501). 
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II 
TH~OI&MES DE DERIVATION (A -+ + 03) 
Dans toute cette section, (AVJ,,, est une famille resolvante de contractions 
positives et propres de l’espace Rl(Q, A?, u). 
Soit (PJo~ le semi-groupe de contractions positives associe B la resolvante 
par le theortme de Hille-Yosida. 
On a P,f = Ptx pour f  E IL1 (notations du theoreme 4). 
Dans toute la suite on posera 
Qtf = ; it P,f ds. 
On verifie facilement les relations: 
tQ,(AV, - I) = (Pt - I) VA (t > 0, A > 0) 
et pourf > 0: Qtf < 3hV,,f pour X = l/t. 
9. PROPOSITION. Soient f f  > 0 et f  E [Ll(a). Les fonctions 
Es;Gip XV,,f et Ess SUP Qtf a t<ar 
sont jinies presque partout. 
Dkmonstration. On a d’aprb le theoreme 7: 
V,f ,cF. V,V& pour X > 0 
oh F est finie presque partout et ou C# > 0, $ E IL1 (on a remplace + par VJ$). 
On en tire: 
M’,f <F * AV,V,$ < F . V,(+ + a%$) 
Enfin, pour t < 01, et pour f  > 0: 
pour X > 01. 
Ess Sup Qtf < 3 E;$tp hVAf. 
t<u a 
10. Ttionrbm. Soit f  E Ll(a). Quand h -+ + CO, xV,f converge vers f  pour 
I’ordre de IL(G), 99, u), c’est (z dire: 
LimAzysssup XV,f = Inf Es;,s.“p hVAf = $ 
n 
= Sup Ess Inf hV,f = Liy+yz inf XV, f  = fi 
11 .%>?I 
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En particulier, si AC]O, +a[ est dknombrable, XV,f converge ponctwllement 
o-presque partout vefs p quand A + + co en restant dam A. 
D&onstration. I1 suffit de la faire pour f =JE d = U. R’(B, T) (notations 
du theoreme 4). Posons doncf^ = Lim ess supA,- XV,,f: on obtient une applica- 
tion sous-lineaire sur 6, a valeurs dans IL(Q, g, a), c’est a dire l’espace complete- 
ment reticule des classes de fonctions mesurables et finies. I1 existe une applica- 
tion linCairefwL(f) J ma’oree par f (cf. une extension du theoreme de Hahn- 
Banach don&e dans [5]). Calculons L. Pour f < 0, on a3 < 0, d’oh L(f) < 0. 
Ainsi L est une application lineaire 30 de d dans [L: elle est continue lorsque [L 
est muni de la topologie de la convergence en mesure. 
Sif est de la forme V,g, on a: 
hVAf = xv,v,g = tvAv,g + vtg - v,g = vt,a + vA(tVtg -d 
et 1 V,(tV,g - g)l < G/X pour X > 01 oh G est finie presque partout d’aprb 
la proposition 9. 
On en deduit L( V,g) = V,g, et L(t V,g) = tV,g. 
Sif &, on a f = Lim,,, tV& d’oh 
L(f) = GzL(tVtf) = y&l tV,f =f- 
Ainsi, L se reduit a I’application identique sur 8. La partie unicite du theoreme 
de Hahn-Banach (cf. [5]) p rouve alors que 3 = f pour toute f E 8. 
11. THBO~ME. Soit f E lLl(o). Quand t -+ 0, Qtf converge ve-rsfpour l’ordre. 
De’monstration. Elle est identique a la precedente: il reste seulement a 
prouver le theoreme pourf de la forme V,g. Or, on a: 
&Oh 
QtKg - V,g = f f sQhV,g - g) ds 
I QtVag - Vog I < f s” sQ3 ds < tQ,h 
0 
avec h = 1 aV,g - g 1 et pour t < to: tQth < t * G oti G est finie a-presque 
partout d’aprb la proposition 9. 
12. Remarque. Le raisonnement des theoremes 10 et 11 peut s’etendre a 
des situations plus g&kales. On peut par exemple retrouver facilement le 
theoreme de derivation de Lebesque dans IWm en utilisant la resolvante newton- 
nienne classique comme famille de fonctions majorantes, et les fonctions conti- 
nues & support compact comme sous-ensemble dense. 
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13. EXEMPLE. Si (J2,9?, u) est l’intervalle IO, +co[ muni de la mesure de 
Lebesgue, et P,f(x) =f(~ + t), on trouve Q&x) = (l/t)Jif(~ + s) ds, d’oh 
exactement le theoreme de Lebesgue en dimension 1. 
14. EXEMPLE. Soit (Sz, H, 6) un espace de Dirichlet regulier sur a locale- 
ment compact B base dknombrable, de base 5. Soit (AV,) sa rksolvante. Pour 
u E H, u quasi-continue, on trouve que hV,u converge quasi-partout vers u 
quand h -+ +co dans un ensemble denombrable. Les details se trouvent dans 
[q. Ici les fonctions majorantes sont naturellement don&es par les potentiels, 
il n’y a done besoin d’aucun lemme maximal. Le sous-ensemble dense est 
constitue des differences de potentiels. 
15. Remarque. Soit f telle que V, 1 f 1 soit fini presque partout pour un 
01 > 0. On a vu dans la remarque 6 comment se ramener au cas oti f est inte- 
grable. Les theoremes 10 et 11 subsistent done sous cette hypothbe plus faible. 
16. Application. Supposons (AVJ achevee (remarque 6) et soit u sur- 
mkdiane (i.e., 0 < hV,u < ) u spkifiquement majorke par Vf, avec f > 0, 
c’est a dire que Vf - u est surmediane. On a alors pour tout h > 0, 
A(u - hVAu) < hVAf, done quand h --f $03, h(u - hVAu) a une valeur d’adhe- 
rence faible, soit g E U-l(@, u), p our laquelle u = Vg. On en deduit A(u - XV,u) = 
hV,g, done h(u - hlr,u) converge fortement et pour l’ordre vers g (cf. 
Mokobodzki [IO]). 
N.B. Les theoremes 10 et 11 se trouvent sous des hypotheses differentes 
dans Dunford et Schwartz, [4]: les operateurs consider& ne sont plus supposCs 
positifs mais sont aussi des contraction de IL”. D’aprks [7], il s’agit done d’un 
cas particulier des theoremes ci-dessus. 
III 
THI’IOR&MES ERGODIQUES (A + 0) 
Les hypotheses sont les m&mes qu’aux sections I et II. 
Le theortme suivant est dQ a Dunford et Schwartz [4, pp. 153, 1781: 
17. THBORSME. Si XV,1 < 1 (1 non nkessairement intkgrable), et sif E Lp((a), 
1 < p < + co, XV,,f converge pour l’ordre quand h tend vers 0, de m&me Qtf 
quand t tend vers -/- 00. Si 1 < p < + co, la convergence a lieu aussi fortement 
dans ILP. Toutes ces limites sent les m@mes. 
Dhnonstration. SoitfEiL1,f~O,etsoit~EIL1,O<~~l.Ona: 
Qtf ,(3hVAf <F*XVA4 <F-W,1 <F (t = l/h) 
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oh F est une fonction finie presque partout d’apres le theoreme 7. Ainsi les 
fonctions Ess SUP~~ XV,f et Ess Sup,>, Qtf sont finies presque par-tout pour 
f E l-1 et aussi pour f E Lm de manike Cvidente. Ce resultat s’etend a f E II” C 
IL1 + IL”. 
Si f est de la forme f = g - aV,g avec g E IL1 n IL”, on a: 
hVAf = XV,g - hVpVag = X[V,g - AV,V,g] 
d’oh: 
et: 
II XVAf llm e 29 II V,g llm 
tQ2tf = tQdg - cJ,g) = (I- Pi> v&T 
&oh: 
Done, en ce cas, XV,f et Qtf convergent vers 0 pour I’ordre. 
Posons alors pour f E E = UeZl IL”, J’ = Lim ess supA XV,f, J = Lim ess 
SUP~+~ Q$ ce sont deux applications sous-lineaires sur E, a valeurs dans U(u) 
(cf. le raisonnement du theoreme 10). Elles se laissent minorer par deux applica- 
tions lineaires L et L’, positives et continues sur chaque Lp (p < +w), que 
l’on va calculer. 
Pour f E II1 n IL*, on a L(f - aV,f) = L’(f - aV,f) = 0 d’aprb ce qui a 
ettc vu plus haut. On a done: L(f) = L(aVef) = Lim,,,L(olV&f), et de mCme 
pour L’. Cette derniere propriete s’hend a IL’ (I <p < $-co) par densite. 
Soit 9Y un ultrafiltre sur IO, +co[ tendant vers 0. Posons pour f E lLp (p > 1): 
Sf = Lime aV,f qui existe faiblement dans O_p. On a: 
S(f - cyV,f) = L$r XV,(f - aV,f) = L$-r XV,(f - XV,f) = 0 
car 
On a aussi: 
S(aVaf) = aV,Sf = Sf et Sf est invariante. 
Or Sf est limite forte de combinaisons barycentriques des hV,,f d’ok 
L(f) = l$L(hVAf) =L(Sf) = Sf 
et de m&me pour L’. 
Ainsi L et L’ sont determinCes de manike unique sur chaque [L” (1 -=z p < 
+co) et aussi sur 81 par densite. On en deduit la convergence pour l’ordre 
(unicite dans le theortme de Hahn-Banach comme au theorbme IO). 
154 D. FEYEL 
Passons a la convergence forte dans [La (1 < p < co). Ce qui precede montre 
deja la convergence faible vers Sf. 
Notons J& l’ensemble des f E ILL pour lesquels la convergence forte de hl/‘,f 
(resp. Qtf) a lieu. Comme les AV, (resp. les Qt) sont des contractions positives 
dans chaque ILP, dfl est un sous-espace ferme de l-9. 
Pour tout p on a vu que f - aV,f appartient a dD: il en est de m&me de sa 
limite faible f - Sf. Evidemment Sf est dans A$ , done aussi f = Sf + f - Sf. 
Remarque. Sip = I et si u(G) < CO, &‘I contient &p = kp, et la convergence 
forte a lieu aussi pour f E [Ll. Mais si u(Q) = +CO, prenons par exemple la 
resolvante newtonnienne classique sur IFB”: on a Sf = 0 pour tout f et 
JhV2fda=Jfd ,I c a convergence vers Sf = 0 ne peut avoir lieu dans ill. 
Remarque. Si VA est du type VA = &s Tn/(h + l)lt+l pour h > 0, on a pour 
f > 0 et h = l/(n + l), Tnf < 3XVAf, avec T, = (I + T + **. + T”)/(n + 1). 
On trouve alors facilement comme ci-dessus la convergence presque sure de 
T,f vers Sf. 
18. Dans le cas general (XVAl < 1) 1 es methodes precedentes permettraient 
de prouver la convergence des rapports VA f/V,+ quand h tend vers 0, c’est-a-dire 
le thtoreme de Chacon-Ornstein sous forme abelienne. Nous allons plutot 
essayer de preciser le theoreme 3 (lemme ergodique maximal) en nous inspirant 
de la methode de Brunel [2]. 
On introduit pour cela l’ensemble H des fonctions h ayant ies proprietes 
suivantes: 
(a) h est positive et fl-mesurable (cf. theoreme 4), 
(b) Log h est une fonction bornee. 
Soit h E H, ]I h [lo3 < a. On note In l’operateur de multiplication par h. On 
pose: 
v, = c (V&# v, = c v&Jay = V,(I - Ia-pa)--l 
@O V’ 
= (I - v,l,-$1 v, . 
On verifie sans peine que c’est independant de 0~. 
19. PROPOSITION. Soit Ho C H. Posons E = UhsHo {Vhf > 0} (rhion essen- 
tielle) avec f E Ill. Alms on a: JE f du >, 0. 
Dhwnstration. On reprend celle du theoreme 3. On suppose done Ho fini. 
Ho = (4 , h ,..., hk}. On poseg, = Vh4f, d’oti pour t > 0: 
gE*( tVt - I) V,,f da < 0. 
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Soit en tenant compte de l’equation resolvante: 
et quand t tend vers + co, puisque toutes les fonctions &rites sont g-mesurables 
(sauf peut-&tre f elle-m&me!): 
20. COROLLAIRE. L’opkateur V,, vkifie le principe de domination, et l’opka- 
teur I,V, est une contraction de L1. 
Dhzonstration. On montre le principe de domination comme dans la 
remarque 5, en apliquant le lemme precedent au cas H, = {h}. Enfin, pour 
f 20: 
ce qui prouve que I,V, est une contraction. 
21. PROPOSITION. Soit f E Ll, et soit E = &,, UhCa (Vhf > 0} (Anions et 
intersections essentielles). On a: 
s @Vkf )p do 3 0 E 
pour to&e k E H, et toute p excessive &joinfe (i.e., AVfp ,( p, VA > 0). 
Dt!monstration. Comme la mesure pa est excessive et peut done remplacer U, 
il suffit de demontrer l’inegalite pourp = 1. Faisons le changement de “variable” 
g = h/k - h, soit h = kg/g + 1, pour g E H. Posons: 
d’oh: I,V, = I,W,I,V, et: E = nocInik E, avec E, = Uois, { W,I,V,f > 0}, 
g, = a/k - 01. Or, pour jj g /I < A, on a W, = W,(I - In+WA)-l oh WA est la 
rCsolvante detinie par WA = Cn>o (I,Vh’,)“/(h + l)*+l. La proposition 19 s’appli- 
que alors et donne: SE, I,V,f da 2 0. On obtient le resultat en faisant tendre a 
vers 0. 
Le theoreme suivant est la version du lemme de Brunel adaptee A notre 
cadre: 
60713412-4 
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22. TH$ORI~ME. POUY tout A C E = &,,, Uhclr {Vhf > 01, et toute p excessive 
adjointe, on a sf RDA da > 0, ozi RPA est la ‘Gduite” de p SUY A, c’est-h-dire la 
plus petite excessive adjointe majorant p SUY A. 
Dt!monstration. Comme on a Cvidemment RsA = RERPA, il suffit de prendre 
A = E. L’inkgalitC de la proposition 21 s’kcrit aussi: 
s fV,*(kplE) du 3 0 pour k E H. 
Prenons k = E + tl, , d’oh: kpl, = (C + t)plE , et: 
s fV:tlJ~l~) du 3 0. 
On a: 
done, quand E tend vers 0, V$+tle(plE) converge en croissant vers 
et la convergence est dominCe puisque (C + t) V$+tlE(plE) = V$(kpl,) < 
VW> <P VJ, est une contraction de [Ll(pu)). Posons alors R& = 
En>,, (tl,,Vf)“(pl,). On obtient: 
s f . tV;(R&) do > 0. 
Or, tVt est une contraction de U-l, on sait done (cf. [2]) que Rt, est la plus 
petite fonction majorant p sur E et drifiant tV:p < 4. Pour s < t, on a: 
sV,*(R;,) = tV,*(R:,) + (s - t) V$(R:, - tVl:R&J 
d tV:(Rf,) < R& <I-J. 
On en d6duit que t H R& est croissante en t et converge quand t tend vers 
+ co vers une fonction qui est bien sfir la plus petite excessive adjointe majorant 
p sur E, done RPE. On a alors Sup, tVtRfp = SUP,~~ sV$(R&) = R,“. Comme 
toutes ces convergences sont dominCes par p, on obtient A la limite: 
I f.R,Edu>,O. 
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23. COROLLAIRE. Pour $I > 0, le rapport V&/V,+ converge pour l’ordre vers 
we fonction jinie pesque partout quad h tend vers 0 uniformhent en restant 
dam H. 
Dkmonstration. On introduit les deux limites: 
u = Ess Inf Ess Sup Vhf, 
a>0 h<. 
z, = Ess Sup Ess Inf Vhf 
ct>o h<a 
qui sont finies presque partout d’aprks la proposition 19, et pour a et b rationnels, 




Acn U{Vh(a+---f) 101 
a>0 h<a 
d’oh par le thCor&me 22: 
I (f - Z$) R,* da >, 0 et I (a+ -f) RI” da > 0 
puis: (a - b) J#RIA do > 0. On en dCduit RIA = 0 et A est nkgligeable. 
IV 
APPLICATION AU THBOR~ME DE RAY 
25. Soit (XV,),,, une famille rCsolvante sous-markovienne de noyaux sur 
un espace mesurable (3, a). On suppose qu’elle est achevte par un noyau V 
vCrifiant: 
(a) Vl est bornke, 
(b) V(+w) = +a~ 
Pour chaque espace L’(E,V), hVA dCfinit par passage au quotient une famille 
rCsolvante de contractions positives que now pourrons dCsigner par ArA (a fix+ 
Un ensemble E C X sera dit V-nCgligeable s’il est contenu dans un ensemble 
BE $3 tel que B soit e,V-nkgligeable pour tout a E 35. Une propriM a lieu 
V-presque partout (en abrCgC V-pp) si elle a lieu sauf SUP un ensemble 
V-negligeable. 
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On notera 4 la tribu engendree par g et les ensembles V-negligeables. Les 
noyaux (VA),,, se prolongent canoniquement en noyaux sur (.%, 0). 
Soit JZI I’espace de Banach adherence uniforme de V(A+(@) dans Zm(@). 
La resolvante est fortement continue sur &, d’oh un unique semi-groupe 
(P,),,, de contractions positives de &’ d’aprts le theoreme de Hille-Yosida 
(cf. [9, p. 261]), fortement continu et verifiant: 
V,f = l+m CAtP,f dt pour h 20 et fE&. 
Soit f  E dpm(C@. Posons pour t > 0: 
tQtf = Vf - PtVf: c’est un Clement de JZZ. 
26. THBOR~ME. Les ophateurs (Q&,,, sont des noyaux bomb. Si u est sur- 
m*diane, on a Qtu(x) < u(x) partout, et t w tQ,u(x) est concave. En particulim 
QJ d 1. Sif > 0, f  E A?“(&), t t+ tQtf( x es croissante et absolument continue. ) t 
Dhonstration. Soit f  3 0, f  E 91Lpco(92). On a: 
tQtf = $I [AV,Vf - hI/,P,Vf] (limite uniforme sir 55”). 
Mais dans End(&), les operateurs VA et Pt commutent, done: tQtf = 
Lim,,,[V(hVAf) - P,V(XV,f)] les fonctions hVAf Ed sont 30, par suite: 
[VWAf) - PJ(hVAf >I( 1 x est une fonction positive et croissante de t, ainsi 
que sa limite tQtf (x). 
On a visiblement tQtf < Vf p our f  3 0, done Qt est un noyau borne 
(tQtfE-02). 
Soit u excessive de la forme u = Vf, f  > 0, f  E Zm(3?). On a: 
tQt44 = tQtvf (4 = JYf(x)l - PJ[VfWl = s” PsVf(x) ds, 
0 
d’apres le theortme de Hille-Yosida sur ~4 puisque vf~ ZZZ’. 
La fonction s H PsVf (x) = Vf (x) - sQJ(x) est positive et decroissante, 
done t I-+ tQtu(x) est croissante et concave, <tVf (x) = tu(x). Si u est excessive 
quelconque, il existe une suite fn E 9”(g), fn > 0, telle que Vfn converge en 
croissant vers u. On a alors puisque Qt est un noyau: 
tQtu(x) = sup tQtVfn(x) < sup tVfa(x) = tu(x). 
n n 
I1 s’ensuit que tQ,u(x) est concave et Qtu < u. 
Si u est surmediane de regularisee excessive zi, on a u = ti V-pp, done 
tQ,u = tQ,zi est concave en t, et Qtu < zi < u. 
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Soit alors f telle que 0 <f < 1, les fonctions tQtf (x) et tQt(l -f)(x) sont 
finies positives, croissantes continues en t, et leur somme est concave en t: elles 
sont done absolument continues. 
27. TH~OR&ME. Soit f E 9m(@). Quand t + 0, Qtf converge V-pp. 
Dhonstration. f est t-,I/-integrable pour a E %. Identifions Qtf. 
Soit y  E 9”-(d). On a: 
<VkVf, F> = J’,+a e-“V’tVf, ‘p> dt 
D’apres le theoreme de Fubini, oti ( , ) designe la dualite entre lLl(e,V) 
et lLm(e,V). Soit pf le semi-groupe sur kl(e,V) defini par /\VA (ch. II). On a aussi: 
(V,Vf, v> = L’m e-At<~tVf, y> dt 
done C~tVfp v> = (PtVfy v> P our T-presque tout t ou 7 est la mesure de 
Leb+esgue sur IO, + CO[. 
Ces deux fonctions de t sont continues: elles coincident pour tout t >, 0. 
Ainsi P,Vf est un representant de ptVf, et tQtf est un representant de tgtf, 
pour tout t > 0. 
On applique alors le theoreme 11 en remarquant que t t+ Qtf (x) est continue 
en t, ce qui permet de calculer la limite pour t rationnel. 
28. Les opbrateurs P, . Soit f  E JP(@). On pose pour t 3 0: 
Ef(x) = Lsy P$-f(x), 
P,f(x) = &&l - 
h+O 
I+ Pt Vf (x). 
On voit qu’il s’agit des deux dCrivCes2 droite de la fonction t +-+ tQtf(x). 
11 est deja clair que pour x fixe, on a P,f(x) = P,f(x) pour T-presque tout t, 
et que 
tQtf (4 = Lt P,f(x) ds 
puisque t I-+ tQtf (x) est absolument continue, et que 
$ I tQtf(4 < llf Ilm $$ tQt1 = 0 (811 G 1). 
29. THI$OF&ME. Soient t E [0, fool, et f  E Ym(@). On a: 
P,f(4 = p,f(x) V-presque partout. 
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Dhnonstration. Soit a ES: la fonction f  est c,V-integrable et la fonction 
[(I - P&)/h] P,Vf est un reprCsentant de &ptf dans lLl(e,V): il suffit alors de 
&peter le raisonnement du theoreme 27. 
30. DI~FINITION. Soit Q un ultrafiltre sur IO, +co[ convergeant vers 0. 
Pour t 2 0, x E I et f  E -Epa(.99), on pose: 
P,f(x) = $iO im ‘+ P,Vf (x). 
9 
On voit que pour f  E &, cette definition prolonge l’ancienne definition. 
Pour tout t >, 0, la fonction Ptf est &-mesurable oti .F est la tribu engendree 
par A?. PO est un “relevement de la V-esperance conditionnelle sur &.” On a 
VP, = v. 
Pour tout t > 0, P,f est un reprksentant de p6f dans lLl(c,V) (a f%). 
Enfin, f  >, OV-pp implique Ptf >, 0 partout. 
31, Remurqw. Si u est surmediane (bornee), t N tQtu(x) est finie concave, 
done Eu(x) = P,u(x) = P,u(x) partout, t H P&x) est decroissante et con&-rue 
a droite, et I’on a+u < u. Si u est excessive, on a POu = u: en effet, u = sup, Vfa, 
done: 
Pou > sup PoVfn = sup Vfm = u. 
n n 
Si u est surmCdiane, de regularisee d, on a P,,u = P,$ = ii < II. En particulier, 
P,l < 1 par-tout. 
32. PROPOSITION. Les (P&a, sont des pseudo-noyaux au sens suivant: si 
fn > 0 et f  = En fn E Um@), ah 
Ptf = c Ptfn V-presque partout. 
la 
Dhotastration. On a bien sQr Ptf > En Ptfn par-tout. L’CgalitC a lieu V-pp, 
car dans chaque [Ll(e,V), Pbf represente ptf. 
33. LEMME. Si f  E Zm(0), on a P,Vf = VP,f. 
Dhnonstration. L’CgalitC a lieu V-pp, et les deux membres sont dans RI. 
34. THI%OI&ME. Les (P&2, forment un semi-groupe, c’est-&dire: pour 
f  E 9;p-(9?) et s, t >, 0: 
Ptqgf = P,P,f pmtout. 
En pa&t&r, P, est un projecteur. 
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Ddmonstration. L’Cgalitt a lieu V-pp. Alors pour h > 0, on a: 
QZt+sf = Q,PtPs$ 
I1 suEit done de montrer que QhPtf tend vers Ptf quand h tend vers 0 en 
suivant 49. Or, on a: 
hQhPtf = VP,f - P,,VPff = P,Vf - P,,P,Vf. 
D’aprbs le lemme 36. Ainsi: 
Qd’tf = I+ PJf, 
ce qui demontre le thkoreme. 
35. TH~O&ME. Soit f  E bEPm(9?). On a pour tout h > 0 et tout h > 0: 
V,f (x) = l+w eMAtPt f  (x) dt partout, 
hQhf (4 = s” Ptf (4 dt partout. 
0 
Dkmonstration. On connait deja I’assertion relative B hQn (no 28). 
Supposons f  > 0, et posons: 
Whf(4 = l+= J 
+m 
e-“‘Ptf (x) dt = e-“fPf f  (x) dt. 
0 
- 
I1 vient en intkgrant par parties (Qtf est bornee et tQtf (x) + 0 quand t -+ 0); 
pour h > 0: 
W,f(x) = h jo’m e-9Qtf(x) dt = X 1’” e-At[Vf - PtVf](x) dt 
0 
soit W,f(x) = Vf(x) - hVAVf (x), d’ a r&s le theorkme de Hille-Yosida qui p 
est valable dans XI (Vf E d). 
Finalement W,f (x) = V,f (x) partout, pour h > 0, et aussi pour h = 0 par 
convergence monotone. 
36. Rkapitulation. Les operateurs Pt ont les propriCtCs suivantes: 
(a) Les (P,),,, forment un semi-groupe de contractions positives de 
P(@. 
(b) La rksolvante est transformee de Laplace du semi-groupe. 
(c) Les P, sont des pseudo-noyaux. 
(d) (t, X) H P,f(x) est 9-mesurable oh ? est la tribu engendrke par 
B. @ s (a0 tribu borelienne sur [0, + co[) et les ensembles E inclus dans un 
ensemble A ayant les proprittes suivantes: 
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(4 AE=%lO% 
(j3) toute section verticale de A est V-nggligeable, 
(y) toute section horizontale de A est r-nbgligeable. 
(e) L’unicitC est celle que fournit la transformation de Laplace. 
37. Remarques. (a) On sait comment se dkbarasser de l’hypothkse que la 
rbolvante soit achevke (cf. [9, p. 2631). 
(b) Les thkorkmes 27, 29, 34, 35 peuvent Ctre Ctablis en supposant seule- 
ment que la fonction V 1 f 1 est finie partout. 
(c) Soit u born&e, u 3 0 telle que Ptu < u pour tout t, le thCor&me 35 
montre alors que u est surmkdiane: ainsi le semi-groupe caractkise les sur- 
mkdianes. 
(d) On peut voir (cf. no 16 et [IO]) q ue u excessive est Vf - u surmkdiane 
avec Vf < + co V-pp entraine que [(I - P,)/t]u converge V-pp vers une 
fonction g vkrifiant u = Vg. 
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